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Resume. Etant donne un plan projectif presque complexe (P 2 (C), J), nous demontrons que toute 
suite non normale de J-disques evitant une configuration C de quatre J-droites en position generale 

admet une sous-suite convergeant, au sens de Hausdorff, vers la reunion A de trois J-droites. En 
particulier, le complementaire de quatre J-droites en position generale est hyperboliquement plonge 

dans (P 2 (C), J) modulo A. 

1 Introduction 

Soit X une variete de dimension 2n munie d'une structure presque complexe, c'est-a dire d'un auto- 
morphisme lisse J de TX tel que J 2 = —Id. Meme lorsque J n'est pas integrable, la variete X possede 
de nombreuses courbes J-holomorphes, i.e. des surfaces dont le plan tangent est en tout point une droite 
complexe pour J. Le theoreme d'uniformisation des surfaces de Riemann assure qu'une telle courbe est 
parametree localement par un J-disque, autrement dit par une application / : (D, i) — > (X, J) definie sur 
le disque unite de C et J-holomorphe, i.e. verifiant df o i — J o df. 

Rappelons qu'un J-disque est de classe C°°, et que la limite uniforme locale d'une suite de J-disques est 
encore un J-disque (voir Particle de J.-C. Sikorav dans [1]). Une suite (/„) de J-disques est dite normale 
si elle admet un sous-suite convergeant localement uniformement vers un J-disquc. 

L 'existence, pour tout point P 6 X et tout vecteur v £ TpX, d'un J-disque / non constant passant par 
P tangentiellement a v (voir l'article de J.-C. Sikorav dans pQ), motive la definition d'une pseudometrique 
de Kobayashi-Royden Kx{voir [8]) : 



La variete X est dite hyperbolique au sens de Kobayashi lorsque Kx est non degeneree. Dans le cas 
contraire, il existe un point par lequel passent des J-disques arbitrairement grands dans une direction 
donnee. Si la variete X est compacte, cela equivaut a l'existence d'une courbe entiere, c'est a dire d'une 
application J-holomorphe / : (C, i) —> (X, J) non constante. Ce critere, du a Brody (voir [2]), decoule du 
theoreme de reparametrisation suivant : 

Theoreme 1. [Theoreme de reparametrisation de Brody] — Soit f n : D — > X une suite non normale de 
J-disques. II existe une suite de contractions affines p n de C convergeant vers un point du disque unite, 
appele point d 'explosion, telle que f n o p n converge uniformement sur tout compact de C vers une courbe 
de Brody, c 'est-d-dire une courbe entiere non constante a derivee bornee. 

Le critere de Brody reste valable lorsque X est le complementaire dans l'espace projectif complexe 
(P"(C),i) de 2n + 1 hyperplans en position generale : en vertu du theoreme de Green interdisant l'exis- 
tence d'une courbe entiere dans le domaine X (voir [6]), la pseudometrique Kx est done non degeneree, 
et meme superieure a la restriction a X d'une certaine metrique definie sur P n (C) (le domaine X est dit 
hyperboliquement plonge dans l'espace projectif). 

Le complementaire de p < 2n + 1 hyperplans de P™(C) contient des courbes entieres, et n'est done pas 
hyperbolique au sens de Kobayashi. Cependant, A. Bloch puis H. Cartan ont montre que la suite des 
images / n (lD>) d'une suite non normale de disques holomorphes f n : D — > P n (C) evitant n + 2 hyperplans 
Hk (0<fc<ri + l)en position generale converge au sens de Hausdorff vers une union finie d'hyperplans 
dits diagonaux (en identifiant P™(C) avec l'hyperplan de P™ +1 (C) d'equation X\ + ... + X n+ i = et les Hk 
avec les axes de coordonnees, les hyperplans diagonaux sont donnes par les equations Yliei -^i = Oj pour 
les parties / de {0, ...,n + 1} de cardinal 2 < j^I < n). En particulier la pseudometrique de Kobayashi 
du complementaire des Hk degenere exactement sur les hyperplans diagonaux, et toute courbe entiere 
non constante est portee par un hyperplan diagonal. Cette derniere propriete est connue sous le nom de 
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theoreme de Borel. 

Une version presque complexe du theoreme de Green est connue depuis J. Duval en dimension reelle 
4 (voir [4]), la question ne se posant pas en dimension superieure, a cause du manque d'hypersurfaces 
J-holomorphes. Rappelons brievement son resultat. 

Soit J une structure presque complexe de classe C°° sur P 2 (C) positive par rapport a la metrique de Fubini- 
Study uj, i.e. uip(v, Jv) > pour tout point P et tout vecteur v G TpP 2 (C) non nul. Une J-droite du plan 
projectif presque complexe (P 2 (C), J) est une courbe J-holomorphe plongee dans P 2 (C), diffeomorphe 
a P 1 (C) et de degre 1 en homologie. D'apres M. Gromov [7] (voir aussi J.-C. Sikorav [H]), l'espace des 
J-droites est diffeomorphe a P 2 (C). En outre, par deux points distincts passe une unique J-droite, deux 
J-droites distinctes se coupent transversalement en un unique point, et les J-droites passant par un point 
P forment un pinceau diffeomorphe a P 1 (C), donnant une projection centrale np : P 2 (C) \ {P} —> P 1 (C). 
Dans ce contexte le theoreme de Green s'enonce ainsi : 

Theoreme 2. — Le complementaire dans (P 2 (C), J) d'une reunion de cinq J-droites en position 
generate (i.e. sans point triple) est hyperbolique au sens de Kobayashi. 

II est naturel de poursuivre l'etude et de s'interesser au complementaire dans (P 2 (C), J) de quatre 
J-droites Li,L 2 ,L 3 et L4 en position generale. Nous noterons Sk (1 < k < 6) les six points doubles de 
la configuration C = L\ U L2 U L3 U L4. Appelons diagonales les trois J-droites Ai, A2 et A3 coupant 
chacune C en deux points doubles. Leur reunion A est appelee diviseur diagonal. 
Voici l'enonce que nous allons demontrer : 

Theoreme 3. Soit f n : P — > P 2 (C) \ C une suite non normale de J-disques evitant la configuration C . 
Alors (/ n (D)) converge au sens de Hausdorff vers le diviseur diagonal. 

Comme dans le cas complexe, la pseudometrique Kp2(Q\ c est uniformement nulle tangentiellement 
aux diagonales (puisque celles-ci ne coupent C qu'en deux points, elles contiennent des courbes entieres), 
mais ne peut degenerer hors de A. Le complementaire de C est dit hyperboliquement plonge dans le 
plan projectif presque complexe modulo le diviseur diagonal. Ceci implique en particulier un theoreme 
de Borel presque complexe : 

Corollaire 1. Soit / : C — > P 2 (C) \ C une courbe entiere non constante evitant la configuration C. Alors 
/(C) est contenue dans l'une des diagonales. 

En effet, si / : C — > P 2 (C) \ C est une courbe entiere non constante, pour tout point z de C, 
Kv 2 (C)\c(f( z )i df z (v)) < Kc(z,v) = 0, done f(z) G A des lors que df z est non nulle. La courbe /(C) est 
done contenue dans l'une des diagonales. 

Remarquons que le theoreme de Bloch ne se reduit pas a ce dernier resultat : les courbes entieres issues 
des explosions d'une suite (/ n ) peuvent etre toutes contenues dans une J-droite L sans pour autant que 
la suite des /„(B) converge au sens de Hausdorff vers L. Ce defaut de localisation inherent au theoreme 
de reparametrisation de Brody nous imposera des precautions particulieres. 

Nous allons demontrer le theoreme [3] par l'absurde : supposant donnee une suite non normale de 
J-disques evitant C et ne convergeant pas vers les diagonales, nous construirons un courant positif ferme 
numeriquement effectif relativement a A. Dans un premier temps, nous montrerons que ce courant est 
porte par le diviseur diagonal, a l'aide d'un lemme de feuilletage de son support similaire a celui etabli par 
J. Duval dans [1]. Dans un second temps, nous obtiendrons une contradiction aux points doubles par un 
argument d'homologie inspire de M.L. McQuillan [10] . Les deux etapes de la preuve feront abondamment 
appel a la theorie de recouvrement des surfaces d'Ahlfors pour les applications quasiconformes. 

Remerciements : Cet article doit enormement aux idees et aux nombreux conseils de Julien Duval. 
Qu'il en soit chaleureusement remercie. 

2 Preliminaires 

Ce chapitre enumere des definitions et des resultats generaux a propos de la geometrie du plan projectif 
presque complexe, des applications quasiconformes et plus particulierement de la theorie de recouvrement 
des surfaces d'Ahlfors, ainsi que des courants positifs et des fonctions plurisousharmoniques dans un 
contexte presque complexe. II s'agit principalement de rappels. 
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2.1 Geometrie du plan projectif presque complexe 

La positivite des intersections de deux J-disques permet d'enoncer un resultat de type Hurwitz sur les 
limites de J-disques. Le second paragraphe est consacre au redressement de la structure presque complexe 
le long d'une J-droite, et nous sera utile au patagraphe 3.2 pour etablir un lemme de Brunella presque 
complexe. Enfin, la notion d'eclate presque complexe est rappelee en prevision chapitre 4. 

2.1.1 Positivite d'intersection 

Dans toute variete munie d'une structure presque complexe, les eventuelles intersections de deux 
J-disques d'images distinctes sont isolees et strictement positives en homologie (voir [7] et Particle de 
McDuff dans pQ). Ceci entraine qu'un J-disque / : D — > P 2 (C) limite d'une suite (/„) de J-disques evitant 
une J-droite L evite louy est contenu. 

2.1.2 Redressement de la structure presque complexe le long d'une J-droite 

Soit L une J-droite fixee. II existe un diffeomorphisme $, defini pres de L, et envoyant L sur une droite 
complexe (une i-droite) le long de laquelle <&» J = d$ o J o d^ 1 coincide avec i. En effet, d'apres J.C. 
Sikorav |12| . il existe une diffeomorphisme de P 2 (C) envoyant L sur une droite complexe (une i-droite), 
et redressant tangentiellement J en la structure standard i. II est done toujours possible de supposer que 
L est une droite complexe, et que J — i sur TL. Pour faire coincider J avec i normalement le long de L, 
fixons un pinceau de J-droites Cp centre en un point P n'appartenant pas a L ; il existe un voisinage U 
de L et un diffeomorphisme de U, fixant L, et envoyant tout J-disque U n U (L 1 6 Cp) sur un disque 
holomorphe (un i-disque). II est alors aise de construire le diffeomorphisme $. 
Ceci nous sera utile dans la demonstration de la proposition [SJ 

2.1.3 Eclatement presque complexe 

Rappelons la definition de l'eclate du plan projectif presque complexe en un point (voir par exemple 

Par tout point P du plan projectif presque complexe passe un pinceau de J-droites parametre par P 1 (C) , 
dormant une projection centrale vr P : P 2 (C) \ {P} -> P X (C) (voir [7] et [12]). 

Ce pinceau se redresse localement sur le pinceau des droites complexes de C 2 en a 1'aide d'un diffeomor- 
phisme "fp defini pres de P, transportant la structure J en une structure presque complexe, encore notee 
J, coincidant avec i en 0. Ce diffeomorphisme est de classe C°° hors de P mais seulement Q 1+Llp en P. 
L'eclate Xp de (P 2 (C), J) en P est defini comme l'eclate complexe usuel C 2 en via ce redressement local. 

La projection irp se releve en une fibration ttp : Xp —¥ P 1 (C). La structure presque complexe Jp, 
definie hors de Ep par relevement de J, admet un prolongement lipschitz a Xp (voir (4j), coincidant avec 
i sur Ep. Soit alors une 2-forme A a support dans un voisinage de Ep et positive pour i tangentiellement 
a Ep : si c > est suffisament petit, la 2-forme uip = tt p uj + cA est non degeneree sur Xp et positive 
pour Jp, ie u>p(., Jp.) > 0. 

A cause de la perte de regularity due au caractere non lisse de "fp en P, il n'est plus possible de definir 
des tours d'eclatements comme en complexe. Cependant, l'eclate du plan projectif presque complexe en 
un nombre fini de points distincts est parfaitement defini. 

Nous noterons X l'eclate de (P 2 (C), J) en les six points doubles Sfc, 1 < fc < 6, IL : X — > P 2 (C) la projec- 
tion canonique contractant les diviseurs Es k sur les points Sk , ainsi que J la structure presque complexe 
obtenue par prolongement de J a X. Nous fixerons une 2-forme u non degeneree et positive par rapport J. 

Etant donnee une J-droite L, l'adherence L de la J-courbe n _1 (L \ {Sk, L < k < 6}) est encore une 
J-courbe de X apipelee transformee stricte de L. Enfin, un J-disque / evitant les points doubles se releve 
en un J-disque / = II -1 o / evitant les diviseurs exceptionnels. 

L 'homologie de X etant identique a celle de l'eclate standard du plan projectif complexe en les points 
doubles, les transformees strictes Ai, A2, A3 des trois diagonales sont, comme les diviseurs exceptionnels, 
d'autointersection — 1. 



3 



2.2 Projections centrales et applications quasiconformes 

La projection centrale d'un J-disque induit une application du disque unite vers P 1 (C) qui n'est pas 
en general holomorphe, mais quasiconforme, comme nous le rappelons dans le paragraphe suivant. Le 
lemme enonce au paragraphe 2.2.2 sera utile a deux reprises, aux chapitres 3 et 4. Enfin, la theorie de 
reouvrement des surfaces d'Ahlfors est au coeur de la demonstration du theoreme de Bloch. 

2.2.1 Applications quasiconformes 

Nous renvoyons a [5] pour les proprietes enoncees dans ce paragraphe. Commengons par rappeler la 
definition d'une application quasiconforme. Soit < a < 1. Une application continue : ED — >■ P 1 (C) est 
dite a-quasiconforme si \\dip\\ < a||9y|| presque partout, dip et dip designant respectivement les compo- 
santes C-lineaire et C-antilineaire de la derivee de ip au sens des distributions. Le theoreme d'Ahlfors- 
Bers permet d'ecrire toute application a-quasiconforme comme la composee (f> o h d'une fonction ho- 
lomorphe (j) : D — > P 1 (C) et d'un homeomorphisme a-quasiconforme du disque unite. Les proprietes 
topologiques des fonctions holomorphes (et par suite la theorie de recouvrement des surfaces d'Ahlfors, 
voir paragraphe suivant) s'etendent done aux applications quasiconformes. En outre, une suite d'ho- 
meomorphismes a-quasiconformes du disque unite admet une sous-suite convergeant vers un homeomor- 
phisme a-quasiconforme, done une suite d'applications a-quasiconformes a valeurs dans un compact de 
C converge uniformement, apres extraction d'une sous-suite. 

Comme annonce plus haut, d'apres [4], pour tout point P du plan projectif presque complexe, il existe 
une constante < ap < 1 telle que pour tout J-disque / : D — > P 2 (C) evitant P, l'application irp o / soit 
ap-quasiconforme. Si / evite les six points doubles Sk de la configuration C, les applications vns k ° / 
sont done a-quasiconformes, avec a = max as k ■ 

l<fc<6 

2.2.2 Critere de normalite pour une suite de J-disques evitant C 

La proposition suivante fournit un critere de normalite pour une suite de J-disques evitant la configu- 
ration C et ne convergeant pas vers les diagonales, et decoule directement des proprietes de convergence 
des suites d'applications quasiconformes. 

Proposition 4. Soit (/ n ) une suite de J-disques evitant C et telle que (/ n (D)) ne converge pas au sens 
de Hausdorff vers les diagonales de C . Alors si pour un k £ [1, 6] la suite d'applications a-quasiconforme 
¥>fc,n = TTSfc ° fn admet une sous-suite convergente, (/ n ) est normale. 

demonstration. Pour fixer les idees, prenons k = 1, S% etant le point d'intersection de L\ et Li. Supposons 
que (ipi^n) converge, apres extraction d'une sous-suite, vers une application a-quasiconforme ip. Une J- 
courbe entiere / : C — > P 2 (C) obtenue apres reparametrisation a la Brody de /„ au voisinage d'un 
eventuel point d'explosion e est contenue dans la J-droite L du pinceau centre en Si situee au-dessus de 
ip(e). D'une part, par positivite d'intersection, /(C) evite C, et d'autre part, comme / est holomorphe 
pour la structure complexe induite sur L par J, le petit theoreme de Picard interdit que / evite plus 
de deux points ; il en decoule que L est la diagonale de la configuration C passant par Si . Comme ip ne 
peut etre constante egale a ip(e), ce qui impliquerait que (/„(D)) converge au sens de Hausdorff vers un 
diagonale, l'ensemble E des points d'explosion est discret (principe des zeros isoles pour une application 
quasiconforme) . 

Observons la suite (/„) depuis un deuxieme point double, par exemple le point d'intersection S3 de L\ 
et J3. La suite d'applications a-quasiconformes (ip3, n ) converge uniformement, apres extraction d'une 
sous-suite, sur tout compact de D \ E. D'apres le principe du maximum, elle converge uniformement 
sur tout compact de D. Comme les projections tts 1 et 7rs 3 fournissent des coordonnees sur P 2 (C) \ L\, 
l'ensemble E est vide et (/„) est normale. □ 

2.2.3 Theorie de recouvrement des surfaces de Riemann 

Ce paragraphe rappelle les resultats essentiels de la theorie de recouvrement des surfaces de Riemann 
due a Ahlfors, qui permet de generaliser les principaux enonces de la theorie de distribution des valeurs 
des fonctions holomorphes aux applications quasiconformes. 

Fixons une surface de Riemann So munie d'une metrique hermitienne g. Soit E une surface de Riemann 
compacte connexe a bord lisse, et soit ip : E — > Eo une fonction lisse sur E et a-quasiconforme sur 
l'mterieur de E. Nous noterons v v - g la forme d'aire de ip*g. Posons Aire(<^(E)) = J s v v - g l'aire avec 
multiplicite de ip(T,) et L — J ds \ ) ll^lls ^ a longueur de son bord relatif. Si fl est un domaine 
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compact a bord lisse de So, notons F(Q) 




le nombre moyen de feuillets au-dessus de Q. 



Le theoreme suivant peut s'interpreter comme une formulation geometrique du premier theoreme principal 
de Nevanlinna ; il affirme qu'a un terme de bord pres, le nombre moyen de feuillets au-dessus d'un domaine 
est egal a -F(Eq). 

Theoreme 5. Soit fi un domaine compact a bord lisse de Eo. H existe une constante h > ne dependant 
ni de E ni de ip telle que \F(Q) — F(E<o)\ < hL. 

Par la suite, nous appellerons h toute constante independante de tp. L'inegalite suivante, dite inegalite 
d'Ahlfors, constitue le resultat central de la theorie de recouvrement des surfaces de Riemann : 

Theoreme 6. II existe une constante positive h ne dependant que de (Eo,<?) telle que : 



oil les entiers x(E) et x(Eo) designent les caracteristiques d'Euler-Poincare des surfaces E et T,q. 

Ces enonces permettent d'obtenir un second theoreme principal. Munissons P 1 (C) de la metrique 
associee a la forme de Fubini-Study normaliseee uj 1 . Soient f2i, VI2 et ^3 des disques ouverts de P 1 (C) 
d'adherences deux a deux disjointes. Considerons une composante connexe 51 de < y 9~ 1 (51i), 1 < i < 3. Si 
fi est relativement compacte dans E, la restriction de ip a Q possede un degre. On dit alors que fi est un 
ile au-dessus de Hi. Dans le cas contraire, f2 est appelee peninsule au-dessus de fii. 

Posons alors Eo = P 1 (C) \ U O2 U f^) et E' = < f o _1 (Eo). Si / designe le nombre d'iles au-dessus des 
disques Sl-y, 0,2 et ^3 , alors x(E) — x(^') = I- 

Par le theoreme [SI il existe une constante h > telle que ^(Eo) < — min(0,x(E) — 7) + hL. Mais par 
ailleurs, d'apres le theoreme[SJ Aire(iy9(E)) < -F'(Eo) + hL ce qui permet d'obtenir l'inegalite : 



Nous nous interesserons particulierement au cas ou ip evite les valeurs et 00. Supposons alors que 
G Oi et 00 G f^2- II ne peut y avoir d'iles au-dessus de fli et O2 : I correspond alors au nombre d'iles 
au-dessus de ^3. 

Nous pouvons encore preciser l'inegalite ([T]) en vue du paragraphe 3. Le domaine E est alors un disquc, 
de caracteristique d'Euler-Poincare egale a 1. Notons I\ le nombre d'iles de degre 1 au-dessus de f^. Le 
theoreme[S]ainsi que ([T]) permettent d'obtenir la double inegalite 7i+2(J— 1\) < ^(^3) < Ix)+hL, 
soit I < Ii + hL. On dispose done d'un second theoreme principal dont le second membre ne prend en 
compte que les iles de degre 1 au-dessus de ^3 : 



Ces inegalites ([lj et seront utilisees sous forme integree "a la Nevanlinna" ; les termes de longueur 
et de caracteristique d'Euler-Poincare seront negligeables devant le terme d'aire. 

2.3 Courants positifs et fonctions plurisousharmoniques 

Nous renvoyons a [TT] pour les resultats enonces dans ce paragraphe, excepte pour le theoreme de 
restriction des courants positifs fermes a une J-droite, que Ton trouvera dans [S]. 

2.3.1 Courants positifs 

L'automorphisme J se prolonge en un automorphisme C-lineaire, encore note J, du complexifie 
C ®r T R P 2 (C) du fibre tangent reel T R P 2 (C) du plan projectif. Notons respectivement Ty° et Tf 1 les 
sous-fibres de C ®r TrP 2 (C) dont les fibres sont les sous-espaces propres de J associes aux valeurs propres 
i et — i, et Tj X ,TJ ± leurs duaux. Notons enfin f^J 1 l'espace des formes differentielles de classe C°°, de 
bidegre (1,1). 

Un courant T est dit de type (1, 1) s'il s'ecrit localement comme une forme differentielle de bidegre (1, 1) 
dont les coefficients sont des distributions. 

Une forme 9 de bidegre (1, 1) est dite positive si pour tout champ de vecteur £, #(C, J() > 0. Comme 
nous sommes en bidegre (1,1), une telle forme differentielle s'ecrit localement comme une somme de 
formes du type ia A a, ou a € TJ 1 Q . 



min(0, X (E)) <F(E ) X (E ) + / l L 



Aire(<p(E)) < - min(0, x(E) - 1) + hL < I - min(0, x(E)) + hL. 



(1) 



Aire((^(E)) < h + hL. 



(2) 
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Un courant T de bidegre (1, 1) est positif si pour tout (1, l)-forme 8 positive, T(9) > 0. Si C2) est un 
repere local du fibre Tf , d'apres [TT], T s'ecrit dans le repere dual (Ci , C2) : 

T = iTuC* A Ci + *Ti, 2 Ci A C2 + *32,iC2 A Ci + iT 2 ,2& A C2 

ou les T r>s sont des distributions d'orde zero, done des mesures de Radon complexes, avec T^i et T 2j 2 
positives. De plus, ||Ti,2||, |J2,i| < 2Ti,i + 2T2,2- En particulier, en ecrivant la forme locale du courant 
dans le repere (Ai£i, A2C2), avec A2 ^ Ai > 0, on on montre que si T^ t 2 = 0, alors Ti,2 = T2.1 = 0. 

Les courants positifs sont d'ordre zero, et une suite de courants positifs de masse uniformement bornee 
admet done une valeur d'adherence pour la topologie faible, qui est encore un courant positif. Si c est 
une courbe J-holomorphe, le courant [c] d'integration sur c est positif. 

Bien que ne disposant pas d'un theoreme de Siu pour les courants positifs formes, nous pouvons malgre 
tout isoler leur composante singuliere portee par une J-droite donnee : si T est un courant positif forme 
du plan projectif presque complexe, pour toute J-droite L, le courant l^T est positif forme (voir [3]), et 
s'ecrit done l^T = a[I],oua est un reel positif. En particulier, T admet la decomposition suivante : 

T = T' + ai [Ai] + a 2 [A 2 ] + a 3 [A 3 ] 

ou les afc sont positifs et T' n'admet aucune diagonale comme composante singuliere. 

2.3.2 Fonctions plurisousharmoniques et voisinages pseudoconvexes 

Rappelons brievement ce qu'est une fonction plurisousharmonique dans le contexte presque complexe. 
Si U est un ouvert de P 2 (C), une application ii:[/-)lU {— 00} est dite plurisousharmonique si pom- 
tout J-disque / : ED — > U, l'application u o / est sous-harmoniquc. 

Si P est un point du plan projectif presque complexe, il existe une diffeomorphisme u d'un voisinage 
de P dans un ouvert de C 2 envoyant Jp sur i. D'apres [TT], P n- ||u(P)|| 2 (||.|| designant ici la norme 
hermitienne de C 2 ) est plurisousharmonique. Tout point P possede done une base (£/*)o<t<£ de voisinages 
pseudo-convexes, donnes par : Ut = w~ 1 ([0,i]). Ainsi, le diviseur exceptionnel Ep au-dessus de P dans 
Peclate presque complexe de Xp de V en P possede lui aussi une base de voisinages pseudo-convexes 

Si / : D — > P 2 (C) est un J-disque evitant P et dont le releve fp dans Xp verifie : /p(9D) C dUt pour 
un certain < t < e, le principe du maximum pour les fonctions sous-harmoniques interdit que fp(D) 
soit contenu dans Ut'\Ut, pour un certain t < t' < e. Cette remarque nous sera utile au dernier paragraphe. 

Venons-en a la demonstration proprement dite du theoreme de Bloch. 

3 Construction de courants de Nevanlinna 

Donnons-nous une suite (/„) non normale de J-disques. Raisonnons par l'absurde, et supposons que 
la suite ne converge pas vers A au sens de Hausdorff. II est toujours possible de supposer que 

/ n (0) reste loin de A : quitte a reparametrer les J-disques par un automorphisme du disque unite et a 
extraire une sous-suite de (/ n ), nous pouvons supposer que pour un certain £0 > 0, d(f n (0), Aq) > Eq. 
Notons que malgre cette supposition, les courbes entieres issues des explosions de la suite des J-disques 
peuvent quand-meme etre portees par les diagonales (voir la remarque sur le theoreme de Brody dans 
l'introduction). 

Ce paragraphe est dedie a la construction, a partir des suites (/„) et (/ n ), de courants T et T de 
bidegre (1, 1), positifs, formes et numeriquement effectifs (lief). Classiquement, nous allons les construire 
a partir des fonctions caracteristiques de Nevanlinna (paragraphe 3.1). L'effectivite numerique se deduit 
d'un Lemme de Brunella presque complexe (paragraphe 3.2), ce qui justifie l'utilisation de courants de 
Nevanlinna et non de courants d'Ahlfors. 

3.1 Construction de courants fermes 

Rappelons les definitions des fonctions caracteristiques de Nevanlinna. Soit (M , J, 0) une variete 
presque complexe de dimension reelle 4 munie d'une (l,l)-forme positive induisant une metrique 



G 



hermitienne ||.||e (Dans le contexte, (M, J, 0) = (P 2 (C), J, cj) ou (X, J,o>). Si R est une reel strictement 
positif et g : D(0, i?) — » M une application J-holomorphe, notons pour < r < R : 

[ r dt 

T g r = / [g(D(0,t))} — le courant caracteristique de g 

Jo t 

<tt , « . . „ . , 

— la caracteristique d aire de g 





f g*e) 




JD(0,t) J 



Lg,r = / / IMffll© — la caracteristique de longueur de g 

Jo JdD(o,t) t 

Le courant T g>r est positif (voir 2.3.1). Nous recherchons une suite (r„) telle que : lim 



lim ^"' r '" . ; les suites de courants positifs ( r J Sn - Trl \ et ( ~ *™' rn 1 convergeront alors, apres ex- 

n-H-ooTV rn (2) \ T fn.r n (»)J \ T f n ,r n (G:) J & ' F 

traction d'une sous-suite, vers des courants fermes. 

Les caracteristique d'aire T Vtr (oj') = f/ D (o,t) T et ^ e l° n g ueur £*i,r = Jq J dD ^ ||<M|uj'y 

d'une application quasiconforme : D(0,R) — > P 1 (C) relativement a la forme de Fubini-Study norma- 
lise u/ sont bien definies ; en vue du paragraphe 3, la suite (r„) recherchee devra en outre verifier : 

,. L<Pk , n ,r„ n 

lim ^ r~P\ = °- 



Classiquement, l'existence d'une telle suite (r n ) repose sur l'inegalite longueur-aire suivante (voir par 
exemple [3]) : 



Pour une courbe entiere / : C — > P 2 (C) non constante, cette inegalite permet immediatement de trou- 
ver une suite (i?„) croissant vers l'infini telle que lim " = 0. En effet, la fonction positive 

n— >+oo T f jf^ \oj) 

2 Tf dTf 'd}^ es ^ integrable sur [2, +oo[ par rapport a la mesure de masse infinie - : 
R ; 2?rrlog(r) dT f , r (u) dr _ 1 1 



T/, r (w) 2 dr 2^1og(r) T f , a (u) T f , R (u) 



< +oo. 



Pour tout S > 0, l'ensemble des r > 2 tels que L ^ > 5 est done de mesure de Lebesgue finie. Comme 
par ailleurs lim Tt r {u) = +oo, la suite (R n ) est aisement construite. 

r— >-\-oo ' 

Le cas de la suite de J-disques (/„(©)) est moins immediat. Remarquons d'abord que la suite 
Aire(/ n (_D(0, r))) est non bornee pour un certain < r < 1. II suffit pour cela de voir que les explosions 
de (/„) sont d'aire infinie : soit / : C — > P 2 (C) une J-courbe de Brody obtenue par reparametrisation 
en un point d'explosion e de la suite (/ n )- Si /(C) etait d'aire finie, / se prolongerait en une J-courbe 
rationnelle / : P X (C) — > P 2 (C) appelee bulle (voir l'article de J.-C. Sikorav dans [lj). Comme l'intersection 
d'une J-droite et d'une J-courbe rationnelle non constante n'est jamais vide (voir par exemple [4] pour 
la demonstration d'un theoreme de Liouville presque complexe) , cette bulle rencontrerait C en au moins 
deux points distincts. La J-courbe entiere /(C) = /(P 1 (C) \ {oo}), couperait done C en au moins un 
point, et par positivite d'intersection, serait contenue dans l'une des quatre J-droites Lj tout en evitant 
les trois autres, contredisant le petit theoreme de Picard. 

Ainsi, pour un certain < ro < 1, UmsupTV iro (ui) — +oo. Si r\ est compris strictement entre et ro, 

n— ►-(-og 

pour tout r > ro on a : 

lim / ™Wh)*?sM ^ / 1 1 



Wr T f ^ t (ujf dt 27rlog(t/?7) n^+oc \T fniro (u) T fniT (u) 

L f T — / j t ^ 

done pour presque tout r > ro, liminf — r^T 11 "^ = 0- Ce n'est pas suffisant pour conclure, car rien 

n— >+oo Tt r [bJJ 

n'indique a priori que liminf ^"' n = 0. Notons alors D(0,rj n ) le disque centre en dont l'image par 

n-^+oo Tf nt r{(jJ) 
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/„ est d'aire 1. La suite des J-disques f n (D(0, 77^)) est normale, puisqu'elle est d'aire bornee et evite C, 
done la suite (Lf n:Vn ) est bornee. Pour tout r > r$, t/"^{Z) a done pour limite inferieure 0. Distinguons 
deux cas : 

- Si (r] n ) est minoree par un reel strictement positif 7/, alors pour presque tout r > r$, T ^ f " ^ 
converge vers 0, et la suite constante r n = r convient. 



Si la suite (r] n ) tend vers 0, il est tentant de reparametrer l'anneau de grand module D(0, r) \D(0, r) n ) 
par l'anneau D(0,r/r] n ) \ -D(0, 1), de facon a nous ramener a une situation similaire a celle d'une 
courbe entiere. Cela equivaut a effectuer le changement de variable suivant : 

(f n (t)dt _ f r/,u (p n (r] n u)du t\og(t/ri n ) dTf nit (u) 

avec (pxi It J — 



/2ij„ tlog(t/r) n ) J 2 ulog(u) r r /»,t( w ) dt 

Cette integrate vaut 1/T/„,2j7„ ( w ) — V^/m r( w )i et est done majoree par — 1 ?^ = 1. Comme la 

fonction -^j^ir n 'est pas integrable sur [2, +oo[, pour tout S > 0, l'ensemble {u G [2,r/?/„] | (p n (rj n u) > 

6} est de mesure de Lebesgue majoree uniformement en n par une constante Mg. Nous en deduisons 

que l'ensemble {t £}2rj n ,r] | ip n (t) > 5} est de mesure de Lebesgue inferieure a r\ n Mg. Pour presque 

tout < r < 1, la suite T tn '^) a done pour limite inferieure 0. 

L f ~ 
Dans tous les cas, pour presque tout r £]ro, 1], liminf r = 0. Voyons les cas des suites (f n ) et 

{<Pk,n)- 

La suite (Aire(/„(D)) n'est evidemment pas bornee, done ce qui precede reste valable, et pour presque 

L f r 

tout r suffisamment proche de 1 : liminf ,~ s = 0. 

n->+ooTr r (<^J 

D'apres le paragraphe 2.2.2, les suites (tpk,n) ne sont pas normales non-plus. Comme elles evitent deux 
points de P 1 (C), les suites T Vk n _ r (uj') ne sont pas bornees pour r suffisamcnt proche de 1 (l'argument de 
prolongement des courbes entieres d'aire finie utilise plus haut s'adapte sans problemes aux applications 
quasiconformes) . Le raisonnement precedent s'applique encore, et pour presque tout r assez proche de 1 : 

liminf yL, '" r = 0. 

I f T f r I^Pk n T 

Choisissons alors un rayon r tel que liminf — — - = liminf ,~ s = liminf — — - = (pour 

n^+oaTf nir (U)) ra-H-ooTr r (uj) n-t+oo T pfc „,r( w ) 

1 < k < 6). Les suites de courants T/ !n ^ et T Sn ^~^ convergent faiblement (apres eventuelle extraction 

d'une sous-suite) vers des courants fermes T et T. Quitte a reparametrer le disque D(0,r) par le disque 
unite, nous pouvons supposer que r = 1. Les suites Tf njr , Tj r et T Vk n , r {w') ainsi que £/ n , r) Lj r et 
L Vk „, r seront notees Tf n , Tj et T Vk n {u>') ainsi que £/„, Lj et L Vk n . 

3.2 Intersection homologique et intersection geometrique 

L'objet de ce paragraphe est double : d'une part, rappeler que la caracteristique d'aire de /„ domine 
asymptotiquement celle de tfk.n (1 is k < 6), ce qui peut s'interpreter comme un premier theoreme 
principal de Nevanlinna, et d'autre part, minorer l'intersection homologique [T].[A;] (1 < I < 3) par un 
terme d'intersection geometrique asymptotique. Les deux inegalites reposent sur la formule de Jensen, et 
s'obtiennent en mimant les techniques classiquement utilisees dans le contexte holomorphe. 

Notons #[C].[C] le nombre de points d'intersections de deux J-courbes distinctes C et C", comptes 
avec multiplicite. Pour tout n > 1 et tout 1 < I < 6 posons : 

IfM = £ #\fn(D(0,t))U±i]j et IjrJAi) = £ #\f n (D(0,t))]-$i\j' 
Les intersections geometriques asymptotiques I(T, A/) et I(T, A;) sont definies ainsi : 

Tf (AA I7 (Aj) 

J(T, A,) = lim sup et ^,A ; ) = limsu P7 ^-. 

La premiere inegalite a deja ete etablie et utilisee par Julien Duval dans [4|. Elle nous sera utile au 
paragraphe suivant. 
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Proposition 7. Pour tout 1 < k < 6 : 



T Vkn (u') 
lim sup '" — — < 1 . 

n-t+oo Tf n (Ul ) 



demonstration. L'inegalite est une consequence de l'existence d'une fonction u negative a singularity 
logarithmiquc en Sk et d'une 1-forme bornee a definie sur P 2 (C) \ {Sk} telles que : 

7Tg fc u/ = u> + ddju + da. (4) 

En appliquant TV a cette egalite, nous obtenons, grace au theoreme de Stokes et a la formule de Jensen : 

1 f 27r f 1 f dt 

Wu,')=T / ,» + — / uof n (e lt> )d0-uof n (O)+ / />- 

Z7r Jo JO JOB 1 

<T fn (u)-uof n (0) + O(L fn ). 

Comme / rl (0) reste loin de Sk pour tout n, —uof n (0) est majore. La proposition decoule alors du caractere 
forme de T. 

Rappelons brievement d'ou provient l'identite ((4]) : les 2-formes 7rg fc w' et uj etant cohomologues sur 
P 2 (C) \ {Sk}, il s'agit d'un probleme local en Sk- Apres redressement du pinceau de J-droites en Sk 
par ^ Sk , ttsjV s'ecrit : tt*^' = lu + dd c log 1 1 Z \ \ = u> + dd c jlog\\Z\\ + d(dlog||Z||) o ( J - i) ou Z est 
une coordonnee locale pres de Sk et ||.|| la norme hermitienne de C 2 . Comme &s k est de classe C 1+bp , 
J(Z) - i = 0(||Z||) et la 1-forme a = d(log||Z||) o ( J - i) est bornee. □ 

Nous deduisons de cette proposition un permier theoreme principal a la Nevanlinna : si A; est la 
diagonale passant par Sk, le theoreme [5] applique a la suite d'applications ifk, n et au point 7rs fc (A;) 
donne : 

l imsup MM<l 

n— >+oo J-tp kn (uj') 

ce qui entraine : 

I(T,Ai)<l. 

Cette derniere inegalite exprime en particulier le caractere numeriquement effectif de T. 

La seconde inegalite recherchee est un Lemme de Brunella presque complexe relatif au courant T et 
a A ; (1 < I < 3) : 

Proposition 8. [f].[A z ] > I(f, A/). 

demonstration. Le procede est similaire a celui utilise pour demontrer la proposition [7] : nous allons nous 
ramener a une situation proche du cas holomorphe. L'inegalite proviendra alors du theoreme de Lelong- 
Poincare et de l'inegalite de Jensen, comme pour le lemme de Brunella (voir [3]). 

Le probleme est localise au voisinage de A;. D 'apres le paragraphe 2.1.2, nous pouvons supposer que A; 
est une droite complexe le long de laquelle J coincide avec i. La structure relevee J coincide alors avec i 
le long de A;. 

Fixons une metrique hermitienne | . | sur le fibre en droites associe au diviseur A; , qui soit plate hors d'un 
petit voisinage de A;. Si s est une section de ce fibre s'annulant le long de A;, d'apres le theoreme de 
Lelong-Poincare, la 2-forme uj^ definie au sens des courants par : 

w Sj = [A,] - dd c log \s\ = [Aj] - dd c j\og \s\ + d{d c log \s\) o (J — i) (5) 

est dans la classe de cohomologie duale a la classe d'homologie de A;. Comme J = i le long de A;, la 
1-forme (3 = <i c (log |s|) o ( J — i) est bornee. En appliquant Tj a l'identite $5§, nous obtenons, grace aux 
formules de Jensen et de Stokes : 

T A>A.) = ^(Ai) lo § I s ° fn{e l6 )\d9 + log \s o / n (0)| + 0(L T J. 

Comme / n (0) reste loin de A;, log \s o / ra (0)| est minore, ce qui conclut la demonstration. □ 

Remarquons enfin, en vue du paragraphe 4, que pour < k < 6, [T].[i?5 fc ] > 0, puisque J coincide 
avec i le long des diviseurs exceptionnels. 



9 



4 Le courant T est diagonal 



Le courant T admet la decomposition suivante : T = T ( u a g + T', ou T e u ag — ai[Ai] + 0:2^2] + 0:3 [A3] 
est la composante diagonale singuliere de T. L'objet de ce paragraphe est de montrer que T" est nul. 
Raisonnons par l'absurde et supposons T' ^ 0. L'ingredient principal de la demonstration est le lemme 
suivant, analogue pour le support de T' du "lemme geometrique" de Julien Duval relatif a l'adherence 
d'une courbe entiere evitant cinq droites (c.f. [3]) : 

Lemme geometrique. Par tout point du support de T' passe un J-disque non trivial contenu dans le 
support de T' et obtenu comme limite d'une suite de J-disques d n C /„(D). 

Nous demontrons ce lemme en nous ramenant a la dimension 1 a l'aide des projections centrales Trs k ■ 



4.1 Notations 

Soit P G P 2 (C) un point appartenant au support de T". Les droites Lk etant en position generale, il 
existe au moins deux droites distinctes de la configuration C, disons L\ et L2, telles que P ^ L\ U L%. 
Notons Si leur point d'intersection, et L3, L4 les deux autres droites de C. Soient alors 8, 81 et 82 
des disques ouverts de P 1 (C) d'adherences deux a deux disjointes, contenant respectivement les points 
7rs 1 (P), 7rs 1 (Li \ {Si}) (que nous noterons 0) et 7^(2^ \ {Si}) (que nous noterons 00). 

Comme les J-disques / n (B) evitent les droites Li et L2, pour tout n, <pi tn (H)) evite les points et 
00. Ainsi, d'apres l'inegalite ([2|), le nombre moyen de feuillets du disque <pi t n(p) au-dessus de P 1 (C) est 
equivalent au nombre d'iles de degre 1 au-dessus de 8 quand n tend vers l'infini. Plus precisemment, si 
Ton note I n .t l'ensemble des iles de degre 1 au-dessus de 8 pour la, foiiction .n contenues dans le disque 
ferine D(0,t), on a alors : 

lim ^4 = 1. (6) 

n->+oo f 1 JIT M 
Jo -ff- ± n,t t 

Si d est une ile de degre 1 au-dessus de 8, la restriction de la projection irg 1 a f n (d) est un homeomor- 
phisme sur 8 (voir Figure 1). 

Si T Vl n (uj') n'est pas negligeable devant Tf n (oj), alors de telles iles sont nombreuses relativement a 
Tf n (w), et nous pourrons definir le disque recherche comme une limite de sous-disques de la famille (/„(D)) 
de degre 1 au-dessus de 8. Sinon, nous verrons que le courant T' est localement vertical relativement a 
tts 1 , et nous conclurons a l'aide d'une projection depuis un autre point double. 



Par la suite nous noterons Ti le courant suivant : 

Tx= lim -i-V f ( E \f»W ) T- 

n-H-«»r /n (w)y y d f^ t J t 

Distinguons deux cas, selon que P appartienne ou non au support de T\. 



4.2 Cas ou P e SuppTi 

Nous allons construire le disque recherche comme limite de J-disques (f n (d n )), ou les d n sont des iles 
de degre 1 au-dessus de 8. Notons : 

g = { J -disques 7 £ P 2 (C) | (vr Sl )| 7 : 7 8 est de degre 1 et 7 n C = 0}. 

Fait 1. L'ensemble Q est relativement compact pour la distance de Haussdorff, et son adherence Q vaut : 

G = Q U (tt s ^(S) ni 3 )u (n^{8) n L A ) U {Si}. 

En effet, par projection centrale en Si des J-disques de Q, nous obtenons une famille d'homeo- 
morphismcs a-quasiconformes {^^-y^g a valeurs dans 5, done normale (voir le paragraphe 2.2.1). Le 
paragraphe 2.2.2 montre alors que Q est une famille normale. Par positivite d'intersecion, son adherence 
s'obtient en ajoutant simplement les disques 71^ (8) n L3 et (S) n L4 ainsi que le point Si. 
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Montrons qu'il existe un disque holomorphe 7 € Q\ {Si} passant par P et contenu dans le support de 
T\. Pour cela, considerons l'ensemble M{Q\ {Si}) des mesures localement finies sur Q \ {Si}, qui est un 
espace compact pour la topologie de la convergence faible sur tout compact de Q \ {Si}. Pour un disque 
7 G Q \ {Si}, Sj designera la masse de Dirac au point 7. Pour tout n > 0, la mesure /x n definie par : 

dt 




est bien localement finie, car pour tout compact K de Q \ {Si}, les J-disques 7 g K sont d'aire minoree 
en vertu du theoreme de Lelong pour les J-disques (voir Particle de J.C. Sikorav dans [lj). La suite (/j, n ) 
converge done, quitte a en extraire une sous-suite, vers une mesure \x de M(G \ {Si}). On verifie alors 
aisement le fait suivant : 

Fait 2. Ti = / [7]d^i(7). En particulier, Supply = (J 7. 

"'S\{Si} 7 GSupp/i 

Ainsi, comme P est dans le support de T\, il existe un disque 7 appartenant au support de \x passant 
par P. Comme Supp/i C |J Supp/i„, 7 est bien limite de J-disques de (/„(D)). 

4.3 Cas ou P SuppT\ 

Nous allons demontrer que le courant T' est vertical relativement a la projection ?ts 1 ■ Commengons 
par verifier que Ti est localement la partie horizontale de T relativement a TtSt '■ 

Fait 3. (ttsMT^s)) = M*Ti. 

demonstration. D'apres ^ et la proposition [71 on a : 

1 ( f 1 f , s* \dt o(T Vln (uj')) 

(i/3l, n J uj \ — = — = o(l). 



On en deduit 



Tf n (u) \Jo J D(o,t)\(j deIn t ' J 1 T / n M 



lim 



n-s- + oo Tf n (oj) Jo 
(■KSi)*Tl. 



□ 



Ainsi, comme P n'est pas dans le support de Ti, ls(p. £ )T'i = pour un certain e > 0, et done : 
( 7r Si)*(ls(p, e )T') = (7rs 1 )*(ls(p )E )T) = 0. Quitte a reduire e, on peut trouver dans B(P,e) un repere 
local ((1,(2) du fibre Tj' u tel que ^1 soit tangent aux J-droites du pinceau en Si. Dans le repere dual, 

1 ml * _ ... * j 

ls(P, £ )J 



1b ( p )S )T' = iT u C? A Cl + iTi, 2 Ci A C2 + *T 2 ,iC2 A Ci + ^ 2 , 2 C 2 * A C 



— * 

2- 



Comme (7rs 1 )*(ls(p. e )T') = 0, alors T 2 ,2 = 0, puis Ti, 2 = T 2 ,i = (voir paragraphe 2.3.2). Comme 
de plus T' est ferme, la fonction T\ t \ est constante le long des J-droites du pinceau en Si, donnant une 
mesure positive dTi t i sur S. Le courant lp(p )£ )T' est done de la forme : 



t B (p,e)T'= / [ir- s l(z)^B(P,e)]dTi,i{z). (7) 

Jirs k (B(P,s)) 

Achevons la demonstration du lemme geometrique. Supposons pour commencer que P n'appartienne 
pas a L3. Notons S3 le point double Li D L3. Comme (tts 3 )* ([ 7r ,s 1 1 ( 2; )]) es ^ 11011 nu l pour tout z € S, 
l'egalite {7J implique que le point P est dans le support du courant (jts 3 )*T'. Comme dans le paragraphe 
4.1, nous pouvons definir, a partir des iles de degre 1 au-dessus d'un petit disque contenant tts 3 (P) pour 
l'application quasiconforme </?3 in , un courant T 3 de support inclus dans celui de T 1 . Le fait 3 s'applique, 
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et P est dans le support de T3 : le J-disque 7 recherche est alors construit comme dans le paragraphe 
4.2. La situation est identique si P n'appartient pas a L4. 



II reste a traiter le cas ou P est le point double 52 = T3 H L4, situe en vis-a-vis de Si . Nous allons voir 
que ce point appartient forcement au support de T%, et le paragraphe 4.2 permettra alors de conclure la 
demonstration du lemme geometrique. 

Supposons que ce ne soit pas le cas ; l'equation ([7]) est alors verifiee. La diagonale Ai reliant lcs points 
Si et S2 n'est pas une composante singuliere de T', done le point tts 1 (S2) ne peut etre un atome pour la 
mesure cff\ 1. Soit z 6 Supp(cffi j i) \ {^81(^2)} un point proche de Tig^S^)' 

Comme nous l'avons vu plus haut, (^s 3 )*[^Si ( z )\ ^ 0' done le point P z = iig^{z)C\Li est dans le support 
de T3 : il existe un J-disque 7 2 contenu dans le support de T3, issu de la suite (/ n (D)), passant par P z . 
Par positivite d'intersection, j z C T4, done comme (7^ )» [L4] ^ 0, le courant T\ a de la masse pres de 
P z : le point z pouvant etre pris arbitrairement proche de 71"^ (S2), le point S2 est dans le support de Ti, 
contrairement a ce qui a ete suppose. 



4.4 Conclusion a l'aide du lemme geometrique 

Rappelons que nous avons suppose T' non nul. Nous allons obtenir une contradiction a l'aide du 
lemme geometrique et du fait suivant, analogue du theoreme de Liouville pour le courant T' : 

Fait 4. Toute J-droite de P 2 (C) rencontre le support de T' . 

demonstration. Soit Lq une J-droite de P 2 (C) non entierement contenue dans le support de T'. Notons 
{L z ) z ef 1 (C) l e pinceau de J-droites centre en un point de Lq \ Supp(T'). Le support de T' rencontre 
forcement une J-droite L z du pinceau, et par tout point de L z n Supp(T') passe un J-disque contenu 
dans Supp(T'). Au moins un J-disque 7 C Supp(T') rencontre L z sans y etre contenu (sinon, le fait pour 
un point de L z d'etre contenu dans un J-disque inclus dans Supp(T') n L z serait une propriete ouverte, 
et L z serait contenue dans le support de T", ainsi que le centre du pinceau). Par positivite d'intersection, 
les droites proches de L z coupent aussi 7, et finalement toutes les droites du pinceau, et en particulier 
Lq, rencontrent le support de T'. □ 

L'ensemble Li (~l SuppT' est done un ensemble ferme non vide. C'est aussi un ouvert de Li, car 
par tout point P de L\ n SuppT' passe un disque holomorphe 7 non trivial contenu dans SuppT' et 
issu de (/„(©)), done contenu dans Li par positivite d'intersection. Ainsi, Li C SuppT', et de meme 
L 2 C SuppT'. Par le point L x n L 2 passe done un J-disque non trivial issu de (/„(D). Toujours par 
positivite d'intersection, ce J-disque doit etre contenu a la fois dans Li et dans L 2 , ce qui est impossible. 

5 Obtention d'une contradiction aux points doubles 

Le paragraphe precedent montre que le courant T est porte par A. Suivant une idee de M.L. McQuillan 
(c.f. |10|). nous allons examiner le comportement des J-disques /„ au voisinage des points doubles de la 
configuration C a l'aide d'eclatements. Rappelons que (A, J) designe l'eclate du plan projectif presque 
complexe (P 2 (C), J) en les Sk, que les Es k (1 < k < 6) designent les diviseurs exceptionnels au-dessus des 
points Sk, et que II : X — > P 2 (C) est la projection canonique. Les longueurs et les aires seront calculees 
pour la metrique hermitienne associee a la (1, l)-formc uj definie au paragraphe 2.1.3. 

Le courant T est porte par la reunion de J-courbes D = ((J A;) U (\jEs k ). Comme il est ferme et 
d'ordre zero, il est de la forme : 



Pour tout 1 < k < 6, [T].[i?s fc ] > (voir paragraphe 3.2), done T ne peut etre porte par les diviseurs 
exceptionnels, qui sont d'autointersection — 1. 

Rappelons que S\ est le point d'intersection de L\ et L 2 . La forme particuliere de T (voir[5]) permet de 
calculer [T].[Ai] : 




(8) 



1 



<fe<6 



[n-[Ai] 



ol x + a 2 + a 3 + A a + A 2 > I(T, Ai). 



La contradiction recherchee decoule du lemme suivant : 
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Lemme. a-2 + 5a + Aj + A2 < /(T, Ai). 

demonstration. Nous allons etablir que Ai est majore par l'intersection geometrique asymptotique pres 
de Es 1 du courant T et de Ai (le raisonnement se transposera aisement aux cas des diviseurs E$ 2 , 
A 2 et A 3 ). Nous allons pour cela projeter sur E$ 1 les morceaux de f n (D) situes pres du diviseur ex- 
ceptional, de facon a pouvoir appliquer la theorie d'Ahlfors. L'inegalite recherchee decoulera alors de 
l'inegalite[T]et du fait que les J-disques f n evitent L\ et L2 : le nombre d'iles au-dessus du point Ai HE Sl 
majore asymptotiquement la masse pres de Es 1 , soit environ, apres integration a la Nevanlinna, AiTj (uj). 

Commencons par localiser l'etude au voisinage de Es 1 . II existe une famille {Ut)o<t<r) de voisinages 
pseudoconvexes de Es 1 , le voisinage U v etant pris suffisamment petit. En identifiant E$ 1 avec P 1 (C), la 
projection qui a tout point P de U v associe le point d'intersection de la transformee stricte de la J-droite 
passant par II(P) et S\ avec Es 1 s'indentifie a la projection tts 1 ■ 

Les longueurs et les aires sur le diviseur exceptionnel E$ 1 seront calculees pour la metrique asociee a la 
forme de Fubini-Study uj 1 . 

Fixons un < e < 77. Posons £„ = /„ (U e ). Les applications 7Te s fn '■ S„ -> Eg 1 s'identifient 
aux applications <p\ n et sont a-quasiconformes. Posons, pour tout < t < 1, S nit = E n n D(Q,t). Nous 
allons, grace a la theorie d'Ahlfors, etablir l'inegalite : 

f 1 dt f 1 ~ ~ dt 

Aire^i,„(S„,t)) T +o(r 7n (S))< #[/„(£»(0,t))].[A 1 nC/ £ ]j. (9) 

Comme (7fs 1 )*(l[/ e T') = A 1 [£' 1 ], nous obtiendrons, apres division par Tj (uj) : 

Ai<lim sup Tf^r-J #[f n (D(0, t))].[A x n U E )^ 

ce qui est l'inegalite recherchee. 

Supposons dans un permier temps que £ Ui { soit connexe. Commengons par montrer que 

Jq — min(0, x(£n,t))T est ^ a ^ e devant Tj (2). Le domaine S n) i est de la forme f2„ \ Uj<j„ t ^nj, ou 
j' ni i est un entier positif, VL n ainsi que les Cl n j sont des disques topologiques ouverts, et ou pour tout j : 
/n(finj) n = fn(dfl n ,j) (voir Figure 2). 

Comme nous l'avons vu au paragraphe 2.3.2, pour tout 1 < j < j n ,u l e disque Q n _j ne peut avoir 
son image f n (fl n j) entierement contenue dans U v , puisque les ouverts Ut sont tous pseudo-convexes. Le 
J-disque f n (&n,j) ne peut non plus rester pres du diviseur D. En effet, si f n (&n,j) etait contenu dans 
le 2e-voisinage [D)2 £ de D, l'image du J-disque fn(&n,j) par une projection centrale sur Ai depuis un 
point P situe hors de Ai contiendrait forcement le point S2 , en vertu du principe du maximum pour 
les applications quasiconformes. Le J-disque fn(^n,j) passerait done pres du diviseur exceptionnel Es 2 , 
coupant ainsi les droites L% et L4, ce qui est impossible. 

Ainsi, pour tout j, le J-disque f n (^ n .j) sort de (D)2 S , et d'apres le theoreme de Lelong, il existe une 
constante c e > telle que l'aire de la portion de f n (Q n .j) contenue dans (J>)2e \ (D) e soit minoree par 
c £ . Comme T ne charge pas (D) 2e \ (D) £ . de tels disques sont peu nombreux et f — min(0, x(S n t ))^ 
est bien negligeable devant Tf n (ui). 

Verifions egalement que la longueur de l'image du bord de Y< n j est negligeable devant le terme d'aire. 
Plus precisement, nous n'aurons besoin de nous interesser qu'a la partie de dT, n t dont l'image par /„ 
est loin de Ai : posons C n .t — dY, n j \ f^ 1 n Ai) E j , (Ai) e designant le e-voisinage de Ai. D'une part, 
rappelons que Lj est negligeable devant Tj (uj). D'autre part, comme T ne charge pas U ri \U £ U (Ai) e , 

la formule de coaire permet d'afhrmer, quitte a modifier legerement e, que J Q Longueur(/ ra (C n t )) ^ est 
negligeable devant Tj (uj). 

En vue d'appliquer la theorie d'Ahlfors, considerons le disque ouvert 5 = 7rs 1 ((Ai) £ n U £ ) de Es ly 
contenant le point 7r Sl (Ai fl U e ), et posons T,' n t — S„ !f \ ^^(S). Comme les disques /„(D) evitent les 
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droites L\ et L2, les fonctions ipi^ n evitent deux points distincts, que nous noterons et 00. Nous disposons 
d'un recouvrement quasiconforme <p\, n : £ n ,t —> Eg x \ (5 U {0,oo}). L'inegalite ([T]) est verifiee : il existe 
une constante h > telle que si I(n, t) designe le nombre d'iles au-dessus de 5 dans S n ,t : 

Aire(^i, n (S nit )) < I(n,t) - min(0, x(S„, t )) + /i Longueur (^ 1)n (5S^ t ) \^). (10) 

Comme d'une part, l'image par f n de toute ile au-dessus de 5 coupe Ax, et d'autre part, Longueur((^ l n (i9E^ t )\ 

dS) est majoree (a une contante multiplicative pres dependant de w) par Longueur(/„ (C n ,t)), on obtient 
l'inegalite : 

Aire(^„(£„, t )) < #[/„(£>(0,t))].[A 1 n U e ] - min(0,x(S„, t )) + Longueur(7 n (C , nit )) 
qui, apres integration par rapport a ^, donne l'inegalite © recherchee. 

Si Ton ne suppose plus £„ t connexe, il existe une inegalite du type (|10[) pour chacune de ses compo- 
santes connexes ; il sufht alors de sommer ces inegalites. 

Nous pouvonsj-eproduire ce raisonnement a l'identique au voisinage du diviseur E%, puisque les disques 
f n evitent L3 et L4, ainsi qu'au voisinage des diviseurs A2 et A3, puisque les diviseurs exceptionnels E3, 
E4, E5 et Ee sont aussi evites. Ceci acheve la demonstration du lemme, puis du theoreme de Bloch. □ 
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